Interpolacao

Interpolacao ¢ um método que permite construir um novo conjunto de dados a partir de
um conjunto discreto de dados pontuais conhecidos. Em engenharia e ciéncias, dispde-
se habitualmente de dados pontuais, obtidos a partir de uma amostragem ou
experimento. Através da interpolacdo pode-se construir uma fun¢do que
aproximadamente se "ajuste" nestes dados pontuais.

Outra aplicagdo da interpolacdo é aproximacao de fungdes complexas por fungdes mais
simples. Suponha que tenhamos uma fun¢@o, mas que seja muito complicada para
avaliar de forma eficiente. Podemos entdo, escolher alguns dados pontuais da funcdo
complicada e tentar interpolar estes dados para construir uma fun¢@o mais simples.
Obviamente, quando utilizamos a fun¢do mais simples para calcular novos dados,
normalmente ndo se obtém o mesmo resultado da func¢do original, mas dependendo do
dominio do problema e do método de interpolagao utilizado, o ganho de simplicidade
pode compensar o erro.

A interpolac¢ao permite fazer a reconstitui¢do (aproximada) de uma funcao apenas
conhecendo algumas das suas abscissas e respectivas ordenadas (imagens). A funcao
resultante passa nos pontos fornecidos e, em relacao aos outros pontos, pode ser um
mero ajuste.

Exemplo de Interpolagdo Linear

Exemplo de Interpolagdo Polinomial de grau superior a 1.



Tipos de interpolacao

e Interpolagdo linear
e Interpolagdo polinomial
e Interpolagdo trigonométrica

Interpolacao linear

Em andlise numérica, a interpolacio linear consiste em aproximar uma fun¢ao num
intervalo por uma fungao linear, ou seja, por utilizando de polindmios de primeiro grau.
O principal problema € que se os pontos forem poucos ou muito afastados entre si, a
representacao grafica para uma determinada funcdo nao seria muito bem representada
por tal método. Sendo necessdrio, talvez, a utilizacdo de polindmios de graus mais
elevados (usando-se polindmio interpolador de Lagrange, por exemplo).

Interpolacio polinomial

Diz-se interpolacao polinomial quando a fun¢ao interpoladora é um polindmio. A
funcdo interpoladora € a funcdo F(x).

Chama-se de interpolacao ao processo de avaliar f(x),xe [a,b] substituindo a fungdo
Jf{x) por uma funcao F(x), tal que F(x;) = f(x;),i = 1(1)n. O f(x) € uma funcdo real definida
em [a,b]e IR, da qual conhecem-se os valores nos pontos de abcissas

X, Xy, X0 X, € [a,b].

Métodos de interpolacdo polinomial

Nos métodos de interpolacao utilizam-se polindmios como fung¢des interpoladores
(interpolacao polinomial). Escolhem-se os polindmios pela sua (relativa) simplicidade e
porque permitem uma representacdo satisfatoria da maioria das fung¢des que surgem em
aplicacdes préticas.

Os métodos de interpolagcdo polinomial diferem uns dos outros na tactica escolhida para
determinar o polindmio interpolador (os erros de arredondamento sdo diferentes, porque
as operagdes aritmética sdo conduzidas de forma distinta em cada método).

Polindmios de Newton

Polindmios de Gragory-Newton
Polindmios de Lagrange

Outros Polindmios (Chebichev, Bernstein)

Polinomio de Lagrange

Em andlise numérica, polinomio de Lagrange (nome € devido a Joseph-Louis de
Lagrange) é o polindmio de interpolagao de um conjunto de pontos na forma de
Lagrange.



Dado um conjunto de n+1 pontos:

(xo’YO)’(xl’yl)""(xn’yn)

com todos x; distintos, o polindmio de interpola¢do de um conjunto de pontos na forma
de Lagrange € a combinacao linear dos polindmios da base de Lagrange:

L) =Yy, ()

com polindmios da base de Lagrange dados por:

n

X=X (r—x)  (e—xy) (e-xy)  (x—x,)
() j—I(:j[#i (x; — xj) (x;—=x0)  (x5—x) (x;—x,) (x;—x,)

Temos abaixo a complexidade da interpolacdo de Lagrange para um um polindmio de
grau n com relacdo ao numero de operagdes:

Operacoes Complexidade

Adigdes 2n® +3n+1
Multiplica¢des | 7,2 + 35 +1

Divisoes n+l1

Polinomio de Newton

O polinomio de Newton (nome € devido a Isaac Newton) € um polindmio interpolador
para um dado conjunto de pontos. Os coeficientes do polindmio sdo calculados através
de diferengas divididas.

Dado um conjunto de n+1 pontos:

(xo’yo)a(xl’yl)""(xn’yn)

com todos x; distintos, o polindmio de interpolagdo de um conjunto de pontos na forma
de Newton € dado por:

By =y, + o (x =5, )+ Ay (= x ) = x) + 4 B (2= 5,0 (2= %)

ou

t i-l
Bx) =y, + 2y [(x-x)

1=l J=i



Onde
A Yo
representa a diferenca dividida de i-ésima ordem O.

Operador de diferenca dividida

Seja a fungdo y = f{x) cujo gréfico passa pelos pontos (x;,y,),1=0,1,2,...,n. O operador

de diferenca dividida A € definido como sendo

a)ordem 0: A’y =y = f(x,)=|x]

ANy  —Ay. =Y
b) ordem 1: A'y, = Yin =2 Vi Vi = Vi =[x, x

i+1

Xyt =% Xt — X
Aly‘ —A1y< Ay, — Ay,
COAZL, i+1 i i+l i
c)ordem 2: A'y, = = = [xi’xi+l’xi+2
Xigo =X Xipo =X
An_1y< _An_1y<
. n _ i+1 [
d) ordemn: A'y, = = [xl.,xi+l,~--,x,~+,,]
KXien =X

Temos abaixo a complexidade da interpolacdo de Newton para um um polindmio de
grau n com relacdo ao numero de operagdes:

Operacoes Complexidade

Adigoes n? +3n

Multiplicacoes | n

Divisoes n?+n
2

Polinémio de Gregory-Newton

Quando os valores das abscissas *i forem igualmente espagados, a formula de Newton
pode ser simplificada, resultando na formula de Gregory-Newton. Portanto, o polindmio

de Gregory-Newton é um caso particular do polindbmio de Newton para pontos
igualmente espacgados.

Férmula de Gregory-Newton

Fazendo Yo = (%) ¢ usando a notacdo de diferencas finita ascendente com o operador A,
tem-se o polindmio de Gregory-Newton de grau n

2 L
£ Yo w e, — 1+ + ﬁﬂ::’n py (a — 10, — m+ 1)

N b

£ x) =y, + Ay, +




XX

.. . . Wy =ulx) =
onde utiliza-se uma variavel auxiliar h
ou

" 1'1"1:_}’ -1 .
Fxl =y, +ZI.—|UI—[':H,; = J)
i=l 1

Operador de diferenca finita ascendente

Seja a funcdo y = f{x) que passa pelos pontos (. %) = 0,1,2,...,n, sendo

T =X =AY g operador de diferenca finita ascendente A é definido como sendo
a) ordem O: 8%y, =y,

b) ordem 1: dy; = ‘50}’:'-1 - &DJ"; =Yl TN

¢) ordem 2: Ay, = by, - by,

» »-1 z-1
d) ordem n: &y =47y — 47,

Temos abaixo a complexidade da interpolacdo de Gregory-Newton para um polindmio
de grau n com relag@o ao nimero de operagdes:

Operacoes Complexidade

Adicoes 1 4 7
—utt—ntZ

Multiplicacoes |n

Divisoes n+1

Estudo Comparativo dos Polindmios

Como vimos acima cada um dos métodos numéricos possui um nimero especifico de
operacdes aritméticas que podem ser resumidos na tabela abaixo:

Método Numero de Operacoes Aritméticas
Numérico Adicoes Multiplicacoes [ Divisoes
Lagrange 2t +3n41 | 20% 43041 n+l
Gregory- 1 5, 7 n n+l
Newton SHT ot
Newton 2? Ty n l,ﬁ +ln

Analisando a tabela acima niao podemos afirmar diretamente qual € o método que possui
o menor custo de computagdo. Isto deve-se ao fato de que em geral, um adi¢do gasta




menos ciclos de médquina que uma multiplicacdo que gasta menos ciclos que uma
divisao.

A dependéncia dos tempos de ciclos em relagdo a arquitetura de maquina utilizada ¢ um
fator importante a ser considerado na andlise de eficiéncia dos métodos apresentados
acima.

Foram implementados os 3 métodos utilizando o software MATLAB. Utilizando um
conjunto de pontos a serem interpolados foram feitas varias simulagdes contabilizando o
tempo de CPU gasto na execu¢do de cada um dos métodos. As simulacdes foram feitas
utilizando uma maquina PC 400Mhz. Os resultados podem ser sintetizados na figura
abaixo.

Comparaco entre os métodos de interpolacio
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Fig. 1 — Tempo de processamento dos métodos seqiiéncias de interpolacao

Na figura 1 podemos verificar que o método Gregory-Newton é o mais eficiente para a
arquitetura PC. A desvantagem na utilizagdo deste método, é a exigéncia de que as
abscissas dos pontos a serem utilizados para o polindmio interpolador de grau n, devam
ser necessariamente eqiiidistante.



