2- Resolugdo de Sistemas de Equacdes Lineares

Um sistema de equacdes lineares, com m equagdes e n varidveis, € escrito
geralmente como:

a,x, +a,x, +---+a, x, =b,
Ay X, + Ay X, ++-+a,, x, =b,

a,x, +a, ,x,+--+a, x, =b,

onde a; sao coeficientes i=1---m
x; s@o vardveis j=1--n

b, sdo constantes i=1---m

A resoluc@o de um sistema linear determina os valores de x; (j =1---n) que

satisfazem as m equacoes.

O sistema linear pode ser representado, usando a notagdao matricial, por:

Ax=b
onde
a4y a,
a a Y a
21 22 2 , . . .
A= : 7" | é a matriz dos coeficientes
aml amZ amn
X
Xy |, . o
x= | | € amatriz coluna (vetor) das varidveis
xn
bl
b

2 2 .
b=| | é amatriz coluna (vetor) constante.



Vamos chamar de x~ de vetor solugio e x uma solu¢do aproximada do sistema
linear Ax = b.

As situagdes que podem ocorrer com relagdo ao numero de solu¢des de um sistema
linear sdo:

1) Solucdo tnica (sistema determinado);
ii) Infinitas solugdes (sistema indeterminado);
1i1) Nao admite solucdes (sistema incompativel);

Vamos aprender métodos numéricos para encontrar a solug@o unica de sistemas lineares
n x n. Os métodos numéricos sdo divididos em dois grupos: métodos diretos e métodos
iterativos.

Meétodos diretos fornecem a solugdo exata x, ndo considerando erros de
arredondamento, do sistema linear, ap6s um nimero determinado de operagdes.

®a partir de uma aproximagao

e e . 0 . .~ e A . ~ #
inicial x'”. Sob determinadas condicdes, esta seqiiéncia converge para a solu¢do x .

Meétodos iterativos geram uma seqiiéncia de vetor x

2-1- Métodos diretos

Todos os métodos estudados nos 1° e 2° graus sdo diretos. A Regra de Cramer aplicada
a resoluc@o de um sistema n x n envolve o cdlculo de (n+1) determinantes de ordem n. Se n
for igual a 30 pode-se mostrar que serdo efetuadas 31x30!x29 multiplica¢des mais um
nimero semelhante de adi¢des. Assim um computador que efetuar um bilhao de
multiplicacdes por segundo (10° ) levaria 7,667 - 10'® anos para efetuar as multiplicacdes
necessarias.

Métodos mais eficientes sdo necessdrios, pois problemas praticos exigem a resolugdo de
sistemas lineares de grande porte. Os métodos de eliminacdo de Gaus e Jordan serdao
estudados mais adiante.

2-1-1- Resolugao de sistemas triangulares por substitui¢do retroativa

O sistema de equacdes Tx = b, onde T € uma matriz triangular superior, com
elementos da diagonal diferentes de zero, € escrito como:

ay X, +anx, +a;sx; - +a,x, =b
Ay Xy +ApyXy ++-+a,,x, =b,
o4+ s =

a x =b

nn-"n n



Da ultima equacao obtemos:

Da penultima equacao obtemos:

b _,—a,,  x

n n-1,n""n

a

n—1,n—1

Da equagdo n-k ; k =2 ... n-2 obtemos:

bn—k - an—k,n—k+1 xn—k+1 - an—k,n—k+2 xn—k+2 T an—k,n xn
'xn—k =
an—k,n—k
Finalmente
_b-apx,—ayx; ---—ay,x,
.Xl =
ap

Exemplo 1: Resolver o sistema:

3x—y+z-w=8

Sy—z+w=3
Z+w=-5
w=-3

Da ultima equacao: w = -3;

Substituindo na pentltima equacido w = -3;

z-3=-5
z2=-5+3
z=-2

Substituindo na 2* equacdo w = -3, z = -2;

S5y-(-2)+(-3)=3
S5y=3+(-2)-(-3)=4
y=4/5



Substituindo na 1* equagdo w = -3, z = -2 e y=4/5;

3x—-(4/5)+(-2)-(-3)=8
3x=8+ (4/5) —(-2) + (-3)
3x="T+4/5=39/5
x=39/15=13/5

2-1-2— Método da Eliminacdo de Gauss — Triangularizacao

O método da Eliminagdo de Gauss consiste em transformar o sistema de equacdes
lineares original num sistema triangular superior equivalente que tem solu¢do imediata,
através do método da substitui¢do retroativa, como vimos acima. Operagdes elementares
produzem sistemas lineares equivalentes- que possuem a mesma solugdo do sistema
original.

Operagdes Elementares sobre um Sistema de Equacdes Lineares:

a) Trocar a posicao das equagdes;

b) Multiplicar uma equacao por uma constante nao nula;

¢) Multiplicar uma equagdo por uma constante e adicionar a outra equagao e, entao,
substituir esta nova equagdo por uma das existentes.

Descreveremos a seguir como o método de eliminacdo de Gauss usa as operacoes
elementares para triangularizar um sistema de equacdes lineares. Para que isto ocorra é
preciso supor que det A # 0, onde A € a matriz dos coeficientes.

Considerando que det A # o é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma
que o elemento da posicdo a;; seja diferente de zero, usando somente a operagdo elementar
de troca de linha.

Seja a representacao do sistema, com a;; # 0, pela matriz aumentada abaixo:

0) 0) 0) (0)
a, ay - oa, |b

0) 0) 0) (0)
a,’ ay -+ oa |b

0) 0) 0) (0)
a, a, - a, |b,

Vamos realizar a triangularizacio por etapas:

1* ETAPA — Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a;’. Ao final da 1° etapa

teremos a matriz aumentada abaixo:



0) 0) 0) (0)

a, ay oay b
(1) [€)] (0]

0 ay - a)|b
(1) [€)] @

0 anZ o all bn

Para isto subtraimos da i-ésima equacgdo da 1* equagdao multiplicada por
_ap
"y
da primeira etapa. Sendo assim, L, =L, —m,L, i=2---n,serdo as linhas que substituirdo
as linhas antes do processo de eliminacio da 1? etapa.

2* ETAPA — Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a!) . Ao final da 2° etapa

teremos a matriz aumentada abaixo:

i=2---n.0s m, sdo os multiplicadores e o elemento a’ é chamado de pivd

m

[ ) (0 O | 2]
a, a4y a3 -oa, b
1) QY] 1) 1)
0 ay ay - ay | b
(2) (2) (2)
0 0 a3 - a;, |b
(2) (2) (2)
L 0 O anS ann bn i

Para isto subtraimos da i-ésima equagdo da 2* equagao multiplicada por
o)
_ 4
27
22
da segunda etapa. Sendo assim, L, = L, —m,L, , i=3---n, serdo as linhas que

substituirdo as linhas antes do processo de eliminacdo da 2* etapa.

i=3---n.0Os m, sdo os multiplicadores € o elemento a!, é chamado de pivd

(n-1)* ETAPA - Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a{";)_, concluindo o

processo de triangularizacdo. Ao final da (n-1)* etapa, da ltima etapa, teremos a matriz
aumentada abaixo:

[ ) (0 (0 o ]

a;- ap a4y, b,

1) (1) 1) @
0 ay ay - ay, b,

(2) (2) (2)
0 0 a3y - a, b,

1 -1

0 0 o - a,(;i ) b,(L" )

Agora o sistema € triangular superior e equivalente ao sistema de equagdes lineares
original.



. e 4n’ +3n° —Tn - .
O método de eliminagdo efetua ( 6 ) operacdes. Para resolver o sistema

. . ~ 2 ~ ~ ~
triangular superior sdo efetuadas n” operagdes. Entdo o total de operagdes para se resolver

. . . T . (4n*+9n° -Tn .
um sistema linear pelo método de Eliminacdo de Gauss é ( ) . Assim um

computador que efetuar um bilhdo de operagdes por segundo (10° ) levaria 5.334.10
segundos = 1.482 horas para resolver um sistema de equagdes lineares 20000x20000.

Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminagdo de
Gauss:

3x+2y+4z=1
x+y-2z=0
4x+3y—-2z=2

Trabalharemos com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante

32 411
I 1 -2(0
4 3 =22
1* ETAPA:

Pivo: al) =3

m21=%
m31:A

L, < L, -m, L
Ly « L, —m;,-L,

Assim teremos ap0s a 1* ETAPA

3 2 4 |1
o Y5 -1%1- 1
AN



2* ETAPA:
Pivo: al) = %

1
m3zzé:1

%

L« L, —m,-L,

Assim teremos ap0s a 2* ETAPA

3 2 4 1
/7 _10/|_1
0 )5 %11
0 O -4 1
Agora resolver Ax =b é equivalente a resolver A®x=5" :
3x+2y+4z=1
1/3y-10/3z =—1/3
—-4z=1
Logo
z=-1/4

y=—1+10z==1-10/4 .. y="14/ =-7/2

3r=1-2-C" ) -4 (V) =14741=9..x=3
{R.: x=3, y=-7/2, z=-1/4}
2-1-2— Método da Eliminacao de Jordan — Diagonalizacao

O método da Eliminagao de Jordan consiste em transformar o sistema de equacgodes
lineares original num sistema diagonal equivalente que tem solu¢@o imediata. Ele é uma
extensao do método de eliminacdo gaussiana. O método de eliminacao de Jordan € usado
para reduzir a matriz aumentada para a forma



a 0 - 0 |bp™
1) (n)
0 a - 0 |5

0 0 0 a""|p""

nn

O método de eliminagdo de Jordan para diagonalizar um sistema de equagdes

lineares serd realizado de modo andlogo ao da eliminag@o gaussina..
Considerando que det A # o é sempre possivel reescrever o sistema linear de forma

que o elemento da posicdo a; seja diferente de zero, usando somente a operacao elementar

de troca de linha.
Seja a representacao do sistema, com a;; # 0, pela matriz aumentada abaixo:

0) 0) 0) (0)
a, ay - oa, |b

0) 0) 0) (0)
a, ay -+ oa |b

0) 0) 0) (0)
a, a, - a, |b,

Vamos realizar a diagonalizag¢do por etapas:

1* ETAPA — Colocar zero abaixo do elemento da diagonal a!\’. Ao final da 1° etapa

teremos a matriz aumentada abaixo:

0) 0) 0) (0)
a, ay oay b
(1) [€)] @
0 ay - a)|b
(1) [€)] @
0 anZ o all bn

Para isto subtraimos da i-ésima equacdo da 1* equagdao multiplicada por

)
a; . ~ T 4 coA
m, = % i=2---n.0s m, sdo os multiplicadores e o elemento a;’ é chamado de pivd
11
da primeira etapa. Sendo assim, L, =L, —m,L, ,
as linhas antes do processo de eliminacdo da 17 etapa.
2* ETAPA — Colocar zero acima e abaixo do elemento da diagonal @) . Ao final da

i=2---n, serdo as linhas que substituirdo

2% etapa teremos a matriz aumentada abaixo:



[ © ) @ | @]
ap 0 a3 - a,|b
(1) 1) 1) 1)
0 ay ay - ay|b
2 2
0 0 a7 - a,,
@) @ | .2
i 0 0 a3 - a,|b, |

Para isto subtraimos da i-ésima equacgdo da 2°* equagao multiplicada por
0
_ap

My =0y
22

de pivo da segunda etapa. Sendo assim, L, =L, —m,L, , i=1---n,i# 2, serdo as linhas

i=1--n,i#2.0s m, sdo os multiplicadores e o elemento al; é chamado

que substituirdo as linhas antes do processo de eliminagdo da 2* etapa.

(n=1)

n,n

n* ETAPA - Colocar zero acima do elemento da diagonal a concluindo o

processo de triangularizacdo. Ao final da n* etapa, a ultima etapa, teremos a matriz
aumentada abaixo:

(0) (n=1)
aV 0 - 0 |b

1) (n-1)
0 a - 0 |b

0 0 0 a""|p""
Agora o sistema € diagonal e equivalente ao sistema de equagdes lineares original.
. o 4n’ +9n* —7Tn - .
O método de eliminagdo efetua I — operacdes (igual a 2 vezes o método de

eliminacao gaussiana). Para resolver o sistema diagonal superior sdo efetuadas n operagdes.
Entdo o total de operacdes para se resolver um sistema linear pelo método de Eliminacgado de

C4An +9n% —4n

Jordan é . Assim um computador que efetuar um bilhdo de operagdes por

segundo (10° ) levaria 51.067.10* segundos = 2.936 horas para resolver um sistema de
equagoes lineares 20000x20000.

Exemplo 3:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminagdo de
Jordan:

3x+2y+4z=1
x+y-2z=0
4x+3y-2z=2



Trabalharemos com a matriz de coeficientes ampliada com o vetor constante

3 2 41
1 1 =20
4 3 -2|2
1* ETAPA:

Pivo: a =3

my, :A
m31:%

L, < L,—m, L
Ly < Ly —m,,-L,

Assim teremos apds a 1* ETAPA

302 4 |1
0 )5 1% |-
A A

2* ETAPA:

|
Pivo: a,, = 3

mo= 2
12 %

L <L —-m,- L,

=6

Ly« Li—my- L,

Assim teremos ap0s a 2* ETAPA
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3 0 24 3
I/ 10/ -1
0 )5 |-
0 0 -4 1
3* ETAPA:
Pivo: afy =—4
24
ml3 = _—4 = —6

_J9é_19_§
-4 12 6
L, < L,—my-L,

my; =

Assim teremos ap0s a 3* ETAPA

30 O 9
0 )5 0=
0 0 -4 1
Agora resolver Ax =b é equivalente a resolver A”x=b":
3x=9
="

-4z =1

Logo

x=3

y=-17/2
z=-1/4

{R.: x=3, y=-7/2, z=-1/4}
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2-2- Métodos Iterativos para Sistemas Lineares

Meétodos iterativos permitem aproximar a solucdo de um sistema linear, de forma a
diminuir o ndmero de operagdes (relativamente aos métodos diretos), o que pode ser util no
caso de se tratar de um sistema com um grande numero de equagdes, especialmente se a
matriz possuir muitos elementos nulos. Outra utilidade € evitar definir ou armazenar a
matriz, ou ainda, evitar os problemas de instabilidade numérica, que podem ocorrer num
método direto.

Consideremos um sistema genérico A x = b escrito na forma A =M - N.
Supondo que M tem inversa, obtemos

(M-N)x=b < Mx=b+Nx & x=M"(b+Nx)

Agora podemos definir um método iterativo que consiste em:

Escolher um vector inicial x”
Iteracdo x**V = M™ (b + N x'¥)
k=0, 1, ...N)

E importante que a matriz M seja muito mais simples do que A, porque sendo estarfamos
complicando o problema.

Se Il M'NIl < 1, a seqiiéncia definida pela iteracdo x**V = M (b + N x¥), (k=0, 1, ...)
converge para o ponto fixo do sistema de equacdes, qualquer que seja x” € IR. A taxa de
convergéncia deste método iterativo € linear e a constante de convergéncia € menor ou
igual a Il M'NII. Note-se a semelhanca com o método iterativo simples.

Diferentes escolhas de M e /N definem diferentes métodos iterativos. Considere-se a
seguinte decomposi¢io da matriz A na soma de trés matrizes A = L + D +U,

i1 0 0 0 0 0 0 0 0 o G113 4
A= 0 oo 0 0 oy 0 0 0 + 0 0 flog Chog
0 0 aa 0 31 (32 0 0 0 0 0 (/27

0 0 0 qq 4] G4 43 0 0 0 0 0

istoé, A=D+ L+U, onde L € a matriz triangular inferior, U a matriz triangular superior,
ambas com zeros na diagonal principal e D a matriz diagonal.
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Notamos que a matriz diagonal D ndo deverd ter zeros na diagonal principal. Caso isso
aconteca, deve-se efetuar uma troca de linhas ou colunas na matriz A, para obtermos uma
matriz D adequada.

De entre os métodos iterativos, iremos abordar os seguintes métodos:

® método de Jacobi
® método de Gauss-Seidel.

2-2-1- Teste de Parada
Como em todos os processos iterativos, necessita-se de um critério para a parada do
processo.

a) Maximo desvio absoluto:

0" = max

i=l,n

b) Maximo desvio relativo:

é‘(k)
(k) _
oy =

k
o

k k-1
x9 - 0|

max

i=l,n

¢) Numero méaximo de iteragdes:

K 2 Kmax

(k)

Desta forma, dada uma precisdo £ , o vetor x = serd escolhido como solucdo aproximada

da solugdo exata, se 5’ < &, ou dependendo da escolha, 8\ < €. No casoem k > kpay ,
(k
X

max

serd escolhido como solu¢do aproximada da solugdo exata.

2-2-2 Método de Jacobi

Vamos supor que A foi reordenada de modo que todos os seus elementos da diagonal sejam
nao-nulos a, # 0, Vi <n.No caso do método de Jacobi, consideramos A=D+ L+ U=M -

N
M=D
N=-(L+U)
Portanto, o método consiste em

Iterada inicial x'¥
Iteracdo x**V = Db + N x¥)
k=0, 1, ..N)

ou ainda



x':.k"'l:' = %(h i~ E ajj x':jk:')
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Na pratica vamos entdo tirar o valor de cada x; nai-ésima equagdo (i=1, 2, ..., n). Como

assumimos que a, € ndo nulo, podemos escrever:

1
X = (by —a,x, —ayx; — - —a,x,)
ap
1
X, = (by —ay X, —Apxy = —a,,X,)
Qs
1
X3 = (by —ayx; —aznx, —-—as,x,)
Qs
xn - ( n _anlxl _an2x2 _“._an,n—lxn—l)

nn

Se considerarmos o lado esquerdo do sistema como os elementos de um novo passo de
iteracdo (k+1) e os elementos do lado direito como elementos do passo anterior (k),

teremos:
ey _ L b, — k]
X = | T apXy T d3X;
a
[k+1] _ 1 _ [kl _ [k] _
X, = (by —ay X" —ayx;
25
e _ 1 kL k1 _
Ay = (by —ayx, A3 X,
Q3
T (b —a -
xn - a n anl 1 an2x2

nn

Exemplo: Resolver o sistema abaixo pelo método de Jacobi.

30x—-10y -2z =178
x+70y-3z=-120
3x—2y+100z =900

O sistema acima produz as seguintes equacdes do procedimento iterativo

..-—aznx

-..—aSn

[k]—---

[k]
_'“_aln‘xn )

[kl)

n

x[kJ



e _ T8+ 10y 42714
30

ey —120—x™ +321
YT 70

L _ 900— 3xkl 4 2yt
100

Assumindo
KO = (01, 101 100
=(0,0,0)
Realizamos a 1* iteracdo

N 78+10y"" +22!”  78+10x0+2x0 _

2.6
30 30
_ _ 0] [0] _ —_0_
. 120-x"+32" _-120-0-3x0 _ , -,
70 70
i 900-3x" +2y!”  900-3x0+2x0 9
100 100

E =max(| x" = x| | y™ — 0| 21— 71
E=max(12.6-01,1-1.71-01,19-01)=9

Realizamos a 2* iteracdo

NE 78+10y" +2z" 78 +10x—1.71+2x9

=2.63
30 30
o= —120-x""+3z"" _ ~120-2.6-3x9 _ 137
70 70
o1 900=3x" +2y"  900-3x2.6+2x-1.71
777 = = =8.89
100 100

E =max(| x™ = x|y =yl | 21— 71y
E =max(12.63-2.61,1-1.37 = (=1.71)1,18.89 =9 1) = 0.34

Realizamos a 3* iteracdo

15
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o 78+10y"" +2z"" 78 +10x—1.37+2x8.89

=2.74
30 30
_ _ 12 2 _ _ .
yor o T120- 074327 ~120-2.63-3x889 _ .,
70 70
1 900—3x"" +2y"™ _ 900-3x2.63+2x-1.37 _ oo
100 100 '

E =max(|x" — x| | yB =y |z — 72
E =max(12.74-2.631,1-1.37—-(-1.37)1,18.89-8.891) = 0.11

Realizamos a 4* iteracao

i 78+10y" +2z%" 78 +10x—1.37 +2x8.89

=2.74
30 30
_ _ 413 B _ _ —
= 120-x+32%  -120-2.74-3x889 _ |
70 70
L4 = 900—3x" +2y*  900-3%2.74+2x-1.37 589
100 100 '

E = max(1 ™ — x|yl — yB1 | 14— 780
E =max(12.74-2.741,1-1.37-(-1.37)1,18.89—8.891) < 0.01

Tabela resumo do Método de Jacobi
k X[k] y[k] Z[k] 8[k]
0 0 0 0 -
1|26 | -1.71 9 9
2 263 | -1.37 8.89  0.34
3 1274  -137 889 | 0.11
4

2.74 | -1.37 | 8.89 | <0.01

2-2-3- Método de Gauss-Seidel

No caso do método de Gauss-Seidel, poderemos considerar A=D+L+U=M-N
M=D+L
N=-U
Portanto o método consiste em

Iterada inicial x'¥

Iterardo x**V = (D+L) [ b -U x® ]
(k=0, 1, ...N)



O principio do método de Gauss-Seidel € usar nova informagao tdo logo ela esteja
disponivel. Neste caso escolhe-se

Entao:
DO+Lx*=[p-Ux¥] (k=0,1,..)

x*&D = pt [b- Lx* .y x® I (k=0,1,..)

Iterada inicial x©

Iterarcio x**V = D (b - L x**V - U x¥
(k=0, 1, ..)
ou ainda

fury

i- I
(k+1) L _ (k+1) _ (k3
® = 5 by 245 %Y Eaijxj
j=1 j=i+1

Se considerarmos o lado esquerdo do sistema como os elementos de um novo passo de
iteracdo (k+1) e os elementos do lado direito como elementos novos tdo logo eles estejam

disponiveis, teremos:

1
etl] _ [k [k] [k
x o =—(b —apx, —apxy ——a,x,)
ap,
ey _ L _ [k+1] . (k]
X =——(by —ayx a3 X3 Xy )
Ay
1
etl] _ [k+1] [k+1] (k]
Xy = (by —ayx, —apx, = —ay,x, )
Qs
ety _ L _ k+1] el _ [k+1]
xn - a (bn anl'xl an2x2 an,n—lxn—l

nn

Exemplo: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel.

30x—-10y -2z =178
x+70y-3z=-120
3x -2y +100z =900

17



O sistema acima produz as seguintes equacdes do procedimento iterativo

ke _ 78410y 422

30
ey —120— x4 374

Yo 70

e _ 900 3yl 4 g ylketl

100

Assumindo

xIO] — (X[OI’ y[Ol’ Z[Ol)

=(0,0,0)

Realizamos a 1* iteracdo

N 78+10y"" +22!”  78+10x0+2x0 _

2.6
30 30
_ _ or _ _ -
. 120-x"+32" _ -120-26-3x0 _ .
70 70
L 900-3x" +2y™ 900-3x2.6+2x-1.75 _ 3.90
100 100
E = max(| x" = x|, 1yl — plo 1,1 70— 2107
E=max(12.6-01,1-1.75-01,18.89—01) =8.89
Realizamos a 2* iteracdo
NE 78+10y" +22" _ 78+10x-1.75+2x8.89 _ 5 61
30 30
2= —120-x""+3z" _ ~120-2.61-3x8.89 _ 137
70 70
L1 = 900-3x™ +2y™ 900-3x2.61+2x-1.37 _ 3.89
100 100

E =max(| x = x|, 2=yl | 2120y
E=max(12.61-2.61,1-1.37—(-1.75)1,18.89—8.89 1) = 0.38

Realizamos a 3* iteracdo

18
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o 78+10y"" +2z"" 78 +10x—1.37+2x8.89

=2.74
30 30
_ _ 13 2 _ _ .
yior o T120-0 4325 ~120-274-3x889 | o,
70 70
L1 900—3x" +2y"™ _ 900-3x2.74+2x-1.37 _ o9
100 100 '

E =max(|x® — x| | yB =y | 23— 72
E =max(12.74-2.611,1-1.37—-(~1.37)1,18.89-8.891) =0.13

Realizamos a 4* iteracdo

i 78+10y"™ +2z%" 78 +10x—1.37 +2x8.89

=2.74
30 30
_ _ 4] B _ _ _
= 120-x" +32% _ -120-274-3x8.89 .
70 70
L4 = 900—3x""" +2y"  900-3x2.74+2x—1.37 389
100 100 '

3 3 3
E =max(| x"* = xBI [y — Bl 24— 2B

E=max(12.74-2.741,1-1.37—-(-1.37)1,18.89-8.891) < 0.01

Tabela resumo do Método de Gauss-Seidel
k X[k] y[k] Z[k] 8[k]
0 0 0 0 -
126 | -1.75 8.89 @ 8.89
2 261 | -1.37 8.89  0.38
3 274 -137 889 | 0.13
4 1274 | -1.37 | 8.89 | <0.01

2-2-4 Critérios de convergéncia

D =M™ (b + N x®) pode ser escrito como

Comecamos por notar que o método iterativo X
x®P = cx® 4d

designando C = M'Ned=M"p.
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Teorema: ( Condicoes Necessdrias e Suficientes de Convergéncia ) O método iterativo
x® = cx® +d converge com qualquer valor inicial x" se, e somente se, p(C) < 1, sendo
p(C) o raio espectral (maior autovalor em moédulo) da matriz de iteracio C.

Notando que:

e Método de Jacobi, C=-D (L +U)
e Método de Gauss-Seidel, C=-(L +D )'1 U

A determinacdo do raio espectral da matriz de iteragdo p(C) requer, em geral, maior esforco
computacional que a pro pia solucdo do sistema Ax = b. Por isto usa-se normalmente
condicdes suficientes de convergéncia.

Observagdo:
Se existir uma norma induzida ILIl : ICIl < 1 entdo € claro que que isso se ird verificar,
porque lle® 1= 11 C*e® <1 CI* 11”1l — 0, quando k tende para infinito,

qualquer que seja o e, fixo pela iterada inicial.

Observacao: Podemos falar também de ordem de convergéncia, no caso vectorial, e estas
majoragdes revelam que estes métodos iterativos tém uma convergéncia linear.

2-2-4-1- Critérios Suficientes de Convergéncia

Para além do teorema, que nos dd condi¢des necessarias e suficientes de convergeéncia,
existem critérios mais simples que asseguram a convergéncia para qualquer iterada inicial.
No entanto, essas condi¢des, que iremos deduzir, sdo apenas condi¢coes suficientes.

Repare-se, por exemplo, no caso do método de Jacobi. Como C =D (L +U)

e relembrando que

I

£
max E|—§|{l

1-=_ii-=_inj=l ii

Logo, uma condicao suficiente que nos garante isso, €
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Il
Elaijl{laiil (i=1,..,n)
=1
jFi
neste caso, diz-se que a matriz A tem diagonal estritamente dominante por linhas.

De forma anéloga (usando uma norma semelhante a das colunas), podemos concluir que se

I
E lag; | < la|  (j=1,m,n)
1=1
1]
isto é, se a matriz A tem diagonal estritamente dominante por colunas, entao o método de
Jacobi converge.

Este raciocinio pode-se aplicar também ao método de Gauss-Seidel e obtemos :

Teorema : ( Condicdo Suficiente de Convergéncia )
Se a matriz A tiver a diagonal estritamente dominante por linhas ou por colunas, os
métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel convergem, para qualquer vector inicial x' escolhido.

Observacao:

Como C=M'N=M"'(A-M)=I-M"A quanto mais préxima de A for a matriz M,
mais proximo da matriz zero serd valor de C, e consequentemente, mais rapida serd a
convergéncia do método iterativo.

Nos casos dos métodos que estudamos, normalmente M estd "mais proxima" de A no caso
do Método de Gauss-Seidel (M =D + L ) do que no caso do Método de Jacobi (M =D ).

Portanto, habitualmente o método de Gauss-Seidel converge mais rapidamente. H4, no
entanto, casos em que isso ndo acontece, um método pode convergir € o outro nao!

Numero de Operagoes: A menos que as matrizes possuam zonas aprecidveis com
elementos nulos, ambos os métodos iterativos exigem um célculo total de ~2n* operacdes,
por cada iterada, o que implica que, se forem necessdrias mais que ~n/3 iteragdes, exigimos
mais operacdes do que num método direto.
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3- Exercicios propostos

4 - Praticando com ajuda do Mathcad
4-1- Uso das fung¢des internas do Mathcad : Isolve e find.

A funcao Isolve do Mathcad usa a notacao matricial e a funcdo find € para ser usado em
bloco de solugdo. Varemos ambos os usos na solucio dos sistemas de equacdes abaixo:

a)
2x+3y=5
3x-2y=—-12 {R.:x=-2, y=3}

Usando find temos a planilha:

given 2x+ 3y =5

-2
3x—2y =12 find(x,y) — ( 3 j

Usando Isolve temos a planilha

G2 HE)-(7)
Isolve R -
3 =2 -12 3
b)
5
3%+ Ve =29

5%_3%:—8 {R:x=12, y=24}

Usando find temos a planilha:

3 5
given 22X 29
4 6
5x 3y 12
— ——=-8 find(x,y) —
6 4 ) ( 24

Usando Isolve temos a planilha

Isolve

alwn ~w
A ool
TN
| N
c© ©
~
TN
[\®] —
F NG O}
N



c)

%+%:—9 (R:a=1/2, b=-1/3)

Usando find temos a planilha:

given

0 | =

find(a,b) —

Usando Isolve temos a planilha

(55 H)(2)

Portanto 1/a=2 e 1/b=-3,entdoa=1/2e b=-1/3.

d)

x+5z-2u+t=10

4y —-3z+Tu=-14

9x+8y+10u =31

2x+20y—13z+t=-2

6x+4y+3z4+2u+4t=1 {R.:x=-5 y=0.75 z=1, u=-2,

Usando find temos a planilha:

given x+5z-2u+t=10
4y = 3z+ Tu=-14

—Ox + 8y + 10u = 31

-5
2x+ 20y — 13z +t= -2 3
4
Sx+4y +3z+2u+4t=1 find(x,y,z,u,t) — |
-2
6

Usando Isolve temos a planilha

t =06}
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10 5 21 10
0 4 3 7 01| -14 %
lsolvef| =9 8 0 10 0 .| 31 |I>|
2 20 -13 0 1 -2 .,
5 4 3 2 4 1 )] ]

Pode-se utilizar o cdlculo simbdlico (s — , digite CTRL+. ) ou o célculo numérico ( =,
digite =) quando usa-se lsolve

1 0 5 21 10 ] -5
0 4 3 70 -14 0.75
Isolvel| -9 8 0 10 0 {,| 31 = 1
2 20 -13 0 1 -2 -2
5 4 3 2 4 1 )] 6

Exercicios Resolvidos:

Resolver os sistemas:
1§
x+3y—z—-t=7

2x=2y+z+3t=8
3x—y+z-4r=38
dx+y—-z-2t=7 {R:x=3, y=4, z=17, t=1}

given

x+3y—-z—-t=7
2x—2y +z+3t=8
3x—-y+z-4t=38

dx+y-z-2t=7 find(x,y,z,t) -

- R~ W

2)



2x-3y+2z—-4t+u=10

xX+2y+4z+8t—5u=3

Sx+3y—6z+4t—3u=-4

xX—y+z-2t+2u=6

3x+2y-3z+2t—u=-1 {R.:x=2, y=-1, z=3/2, t=1/4, u=1}

Given 2x—3y+2z2—-4t+u=10

X+2y+4z+8—-5u=3

5x+ 3y —6z+ 4t —3u=-4 2
-1
X—y+z-2t+2u=6
3
3x+2y —3z+2t—u=-1 Find(x,y,z,t,u) »>| 2
1
4
1
Exemplo 1: Resolver o sistema triangular:
3x—y+z—-w=38
Sy—z+w=3
Z+w=-5
w=-3
Usando-se given ... find no Mathcad
given 3x—y+z—w=38
Sy—z+w=3
’ 13
z+ w=-5 5
4
w=-3 find(x,y,z, w) — g
-2
-3

Também se pode usar a ferramenta solve da caixa de ferramentas Symbolic do
Mathcad como mostra a planilha abaixo:

25
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8 1 1
3Xx—y+z—-w=8solve,x > —+—-y——-z+— W
3 3 3
1 3
Sy —z+ w=3solve,y > —-z——-w+ —
5 5 5
z+ w=-5solve,z - -w-15
w=-3solve, w — -3
w:=-3 w=-3
z:=—-w-15 z=-2
! + 0.8
=—.7Z—— W - =
Y 5 5 5 Y
8 1 1 1
Xi=—+—-y——-Z+— W x=2.6
3 3 3 3

Programa 1.1 — Solu¢do de um sistema triangular superior por substituicao
retroativa.

SR(a,b) := |n « last(b)

for ie 0..n

iven-—i

x1vebiv

for jeiv+1..n if i>0
Ve

X X —a._ . ‘X
iv iv Tiv,jv v

X.
v
iv,iv
X
3 -1 1 -1 8 2.6
05 -1 1 3 0.8
SR s =
00 1 1 -5 -2
00 0 1 -3 -3

Exemplo 2:



Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo pelo método de eliminagdo de
Gauss:

3x+2y+4z=1
x+y—-2z=0
4x+3y—-2z=2

Para conferir o resultado, usando a fung¢do Isolve do Mathcad, temos:

3

32 4) (1 7
solvel [ 11 2|0l 2
43 2)\2 -

n

Podemos usar o Mathcad para fazer os cédlculos vetoriais da eliminagdo:

Matriz ampliada:

32 41
1120
43 22
12 Etapa
_1 oA
I1121. 3 31 - 3
i 1 -10 -1
Linha 2: Smyy(2 4 D+ (12 0) 5|~ =2 2
3 3 3
1 22 2
Linha 3: -my(2 4 1)+ (3 2 2)—>(g T gj
Matriz ampliada ap6s 12 etapa:
32 4 1
1 -10 -1
0 - — —
3 3 3
1 22 2
0 - — =
3 3 3

27



22 Etapa

1
py— 3 p—
3
‘ -10 -1 22 2
Linha 3: Mgyl — — |+ — = |=> (41D
3 3 3 3
Matriz ampliada apds 22 etapa:
32 4 1
1 -10 -
L (|
3 3 3
00 -4 1

Resolveldo o sistema de equagéo triangular superior:
3x+2y+4z=1

1 10 -1
Sy - —g= —
3y 3 3
—4z=1

-1
—4z=1solve,z — —

el

7=

4
10 -1 1 _)—7
—y — —z= — solve, —
3y 3 3 Y 2
_
y: >

3x+ 2y + 4z= 1 solve ,x — 3

{R.:x=8 , y=-7/2 , z=-1/4}

Programa 1.2 — Solu¢do de um sistema triangular superior por substituicao
retroativa
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TGauss(a,b) := | n « last(b)
for ke 0..n—-1
for iek+ 1..n

for je k+ 1.n

YLk

b. «

; -bk + bi

Ak
for je 0.n—-1
for ie j+ 1..n

a. .« 0
i, ]

(a b)

Dada a matriz dos coeficientes e o vetor dos termos independentes de um sistema de
equagdes lineares:

3 -1 1
A=1 3 2 b:=| 0
1 -1 1 -1

Aplicando a fun¢do TGauss acima teremos o sistema triangular superior:

3 -1 1 1
TGauss(A,b)0 0= 0 3.333 -2.333 TGauss(A,b)O 1= -0.333
0 O 0.2 -14

Aplicando o Método da Substituicao Retroativa:

Sejam:

A ==TGauss (A,b), , b:=TGauss(A,b), |

3 -1 1 1
A=|0 3.333 -2.333 b=| -0.333
0 0 0.2 -1.4

E o programa 1.1 Mathcad que implementa a substitui¢do retroativa:



Gauss.

TS(a,b) := | n « last(b)

for ie 0..n

iven-—i

X. <« b.
1v 1v

for jeiv+1.n if i>0
Ve

X X X
iv v v, jv v

X.
v

X.
iv
iv,iv

Obtemos a solugdo do sistema de equacdes:

TS(A,b) =| -5
-7

30

Temos também solug@o deste sistema usando a fun¢do interna Isolve do Mathcad:

3 -1
Isolve| | 1 3
1 -1

Programa 1.3 — Solu¢@o de um sistema de equagdes lineares por Eliminagdo de

1 1 1

=21 0 ||=|-5

1 -1 -7



EGauss(a,b) := | n « last(b)
for ke 0..n -1
for le k+ 1..n if akk=0 OBS: troca de
ifa 20 ' linhas para evitar

Lk divisdo por zero

for me 0..n (pivé nulo)
temp <« 40
a

1, m ak,m
ak,m < temp
temp <«— b1
b1 “— bk

bk « temp

break

for iek+ 1..n

eliminacdo gaussiana -

for jek+ 1.n zero abaixo do pivo
Ak
. -a, .+ a. .
i,] a k,j i,]
k,k
—a.
Lk
b, < ——b,_+b,
i a k i
k,k
for ie 0..n substituigao retroativa
iven-—i
X <« b.
1v 1v
for jeiv+ 1.n if i>0

Ve

X <X —a
v

X.
v

v

iv,iv

L X
v iv,jv v

31

Dada a matriz dos coeficientes e o vetor dos termos independentes de um sistema de

equagdes lineares:

03 02 6.6 -l1.1

45 -1.8 03 65 0.1
| =73 97 109 4.1 | 0.01
8.1 —2.7 87 89 0.001



Usando a funcao EGauss acima:

—-3.9371585952196
—2.9752573457871
0.74590602095090

1.95161880959333

EGauss(A,b) =

32

Usando a funcao Isolve do Mathcad:

Isolve(A,b) =

—-3.9371585952195
—2.9752573457871
0.74590602095089

1.95161880959331

Observa-se que a funcdo EGauss e Isolve estdo dando praticamente a mesma

solucdo.

Resolvendo-se usando Isolve com 30 casas decimais e comparando-se

—-3.937158595219562820
—2.975257345787118116

Isolve(A,b) float,30 —

.74590602095089835895
1.9516188095933060907

—3.937158595219562820
—2.975257345787118116
.74590602095089835895) -
1.9516188095933060907

—-3.937158595219562820

—2.975257345787118116
74590602095089835895|
1.9516188095933060907

Conclui-se que o Isolve € ligeiramente mais exato que EGauss.

Exemplos: Jacobi e Gauss-Seidel

-3.9371585952196
—2.9752573457871
0.74590602095090

1.95161880959333

—3.9371585952195
—2.9752573457871
0.74590602095089

1.95161880959331

4752% 107

3.197% 107 4

—6.661x 10

—2398% 10

7.105% 10”1

1776x 107 1

0

23.997% 107 2




Jacobi

x:=0 y =0
78+ 10y + 2
xn::$ xn=2.6
30
—-120—-x+ 3z
n=—— n =-1.71
y 70 Y
900 — 3x + 2y
mn=—->" zn=9
100

E:=max|xn~x|, [yn - y| .|z ~2])
x:=2.6 y:=-1.71 z:=9

78+ 10y + 2z
nN=———

xn=2.63
30
—120—-x+ 3z
n.=————— =-1.37
y 70 yn
900 - 3x+ 2
zn = 20- X+ zn = 8.89
100

E::max(|xn—x| s |yn —y| ,|zn—z|)
x:=2.63 y =-1.37 z:=8.89

78+ 10y + 2z
n=———

xn=2.74
30
—120-x+ 3z
n=——— =-1.37
y 70 yn
zn :=M zn = 8.89

100

E:=max|xn—x . [yn —y|.[zn-2])

E=9

E=0.344

E=0.106



x:=2.74 y :=-1.37 z:=8.89

78+ 10y + 2z
Xn=—-—-—

xn=2.74
30
-120—-x+ 3z
n=——— n =-1.37
M 70 y
900- 3
zn = 200- 3x+ 2y zn = 8.89
100
E:=max |xn—x,|yn —y|,|zn-27]) E=4x 10"
Gauss- Seidel
xa:=0 ya =0 za:=0
X:=Xa y:=ya z:=7a

78+ 10y + 2z
Xi=—

x=2.6
30
—-120-x+ 3z
= =-1.75
y 70 y
900— 3x + 2
gi=—— 2T 7=8.89
100
E:=max |x—xa| |y - ya|,|z—za|) E = 8.887
xa:=2.6 ya :=-1.75 za :=8.89
X:i=Xa y:=ya z:=7za
78+ 10y + 2
x:=¢ x=2.61
30
—120—x+ 3z
_— =-137
y 70 y
900 — 3x+ 2
gi=—— 2T 7=8.89

100

E:=max |x—xa| |y - ya|,|z - za|) E=0.379



xa:=2.61 ya :=-1.37 za :=8.89

X:=Xa y =ya z:=7a

78+ 10y + 2z
Xi=—

x=2.74
30
—120—-x+ 3z
—_— =-137
y =0 y
900 — 3x + 2
gi=—— 2T z2=8.89
100
E:=max |x—xa| |y - ya|,|z - za|) E=0.126
xa:=2.74 ya :=-1.37 za :=8.89
X:=Xxa y=ya z:=7a
78+ 10y + 2
xom ot 10y + 22 x=2.74
30
—120—-x+ 3z
—_— =-1.37
y =0 y
900 — 3x + 2
gi=—— T z2=8.89
100
E:=max|x-xa|, |y - ya| .|z - za|) E=4x 10"

Podemos desenvolver programas Mathcad que realizam a soluc¢do dos sistemas pelos
métodos de Jacobi e Gauss-Seidel automaticamente. Isto estd presente nos programas de
computadores na solucdo de sistemas de equagdes lineares usando os referidos métodos.
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Método Iterativo de Jacobi

Jacobi(A, b, xi,kmay) :=

30 -10 =2
A = 1 70 -3
3 =2 100
Jacobi(A,b,xi,3) =

n <« last(b)
for ie 0..n
My i < xi
Mo pi1 < "X"
for je 1..kmax
for ie 0..n
t < b;
for ke 0..n
tet— Ay xig if k=i
te ——

Ai i
M;;«t

for ie 0..n

Xi%M]”i

di — |Mj,i — Mj—l,i|

Mj, n+1 — max(d)

78
b:=| -120

900

0 0 0o "x"
26 -1.71 9 9
2.63 —1.37 8.89 0.35
2.74 -1.37 8.89 0.11

Xi:=

36



Método Iterativo de Gauss-Seidel

Gauss(A, b, xi,kmax) := | n < last(b)
for ie 0..n
My i < xi
Mo pe1 < X"
for je 1..kmax
for ie 0..n
t < b;
for ke 0..n

tet—A; pxi if k#i
e

Aii

Mj,i —t

Xii&Mj,i
for ie 0..n

di e M =M |

Mj,n+l < max(d)

M
30 =10 -2 78
A= 1 70 -3 b:=| -120
3 -2 100 900

0 0 0o "x"
2.6 -1.75 8.89 8.89
2.61 —1.37 8.89 0.38
2.74 -1.37 8.89 0.13

Gauss(A,b,xi,3) =

Xi:=
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